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Einleitung zu den Extremwertaufgaben

Bei einer Extremwertaufgabe liegt eine Fragestellung vor, bei der eine
GrofRe unter bestimmten Bedingungen ein Maximum oder ein Minimum
annehmen soll.

Zuerst muss die zu optimierende Grol3e als Funktion einer oder zwei
Variablen beschrieben werden. Bei zwei Variablen wird noch eine
Bedingung (Nebenbedingung) vorgeschrieben.

Gesucht wird das Maximum oder Minimum einer Funktion F(x). Dazu
bildet man die 1. Ableitung der Funktion F(x) und bestimmt die Null-
stellen von der 1. Ableitung

F'(xg) =0



Extremwertaufgaben mit einer Parabel

An der Stirnwand einer parabelférmigen Halle soll ein mdglichst grol3es
rechteckiges Plakat angebracht werden. Wo liegt der Eckpunkt P des
Rechteckes mit maximaler Grof3e ?

Die Formel fir die Flache des gesuchten Rechtecks lautet:
F=2-x-y

Die Nebenbedingung liefert der Punkt P(xly) auf der Parabel:

y = —0,4-X*+5

Die Formel fir die Flache ist damit

F(x) =-0,8x3 + 10x und die 1. Ableitung F'(x) =-2,4x* + 10 nimmt
den Wert Null an bei

x2 = 22 = > ynd damit wird x = + /1—52 ~ 2,04

2,4 1,2

10

undy =—04-=+5==~33

Das zu hestimmende Rechteck hat eine maximale Grof3e von

F=2-X-y=2\/g-(—0,4~1%+ 5)=10-\/§-(§):23—0~\/%z13,6FE



Extremwertaufgaben mit Halbkreis und Dreieck

Einem Halbkreis ist ein Dreieck mit moglichst groRem Inhalt einzube-
schreiben. Wie sind die Katheten des Dreiecks zu wahlen ?

2r-X

Die Flache des Dreiecksist: F=r-h

Nach dem Héhensatz ist h? = x(2r — X)

Wenn F ein Maximum hat, dann hat auch F? ein Maximum
FP=r*-h*=r*. (2rx = x9)

Die Funktion f(x) = 2rx — x* wird abgeleitet.

Die 1. Ableitung lautet f(x) = 2r— 2x und nimmt den Wert Null an ftr
X=r .

Die HO6he berechnet sich aus:

h= {/xQ2r—x))=+r2=r

Wenn auch h = r ist, wird die Flache F = r?, d.h. die Katheten haben eine
Lange von r-+2



Extremwertaufgaben mit zwei Parabeln

Im Intervall O bis 3 schneiden sich zwei Parabeln mit den Funktions-
gleichungen

f(x) = x*— 4x und g(x) = — 2x% + 4x

An welcher Stelle haben die beiden Kurven den grofdten Abstand ?

f(x)=x"2 — 4x y
g(x)=—2%x"2 + 4x

+4a

+3

+-4

Der Abstand d beider Funktionen kann berechnet werden mit der
Funktion:

d(x) = g(x) — f(x) = -3x* + 8x

Die 1.Ableitung lautet:

d'(x) =—-6x+8

Die Nullstelle und damit die Lésung liegt bei x = g

Der grote Abstand istdannd = —3 -1—96 + % = ? = 5,33



Extremwertaufgaben fur einen Blechkasten

Aus den 4 Ecken eines quadratischen Bleches mit der Seite a sollen
gleiche Quadrate ausgeschnitten und aus den Ubrigbleibenden Stlick ein
offener Kasten gefertigt werden. Wie grof3 missen die Seiten der auszu-
schneidenden Quadrate gemacht werden, wenn man einen maoglichst
grol3en Inhalt des Kastens erzielen will ?

N

a
Der Kasten hat eine Lange von a — 2x und somit ist der Inhalt
V(x) = (a—2x)° - x = a’x —4ax® + 4x°

Die 1. Ableitung wird gebildet und auf Null gesetzt.

Vi(x) = a® — 8ax + 12x* = (a — 2x)-(a— 6x) = 0

Die L6ésungen sind

a d . .
X1 = - und X, = - wobei x; ausscheidet.
2 6

Das gesuchte Volumen berechnet sich aus:

V—( 2a>< 2a> a 2
T )T %) 6T ¢ 27

Ist die Seitenlange z.B. a = 24 cm , so betragt das maximale Volumen

V =1024 cm®



Extremwertaufgaben fur die Oberflache von einem Zylinder

Zu entwerfen ist eine Konservendose mit einem Volumen von V=1 Liter.
Wie grol3 ist der Radius r und die H6he h zu wéahlen, wenn die Ober-
flache O ein Minimum sein soll.
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Die Oberflache (O) des Zylinders setzt sich zusammen aus der Mantel-
linie (M), dem Boden und dem Deckel. Die Formel furr die Oberflache ist
damit

0 =21r-h + 2mr?

und das Volumen berechnet sich aus V = ntr? - h . Die Volumenformel
wird nach h aufgel6st

h= —
mr?

und in die Oberflachenformel, die von der Veranderlichen r abhangig ist,
eingesetzt.
2V
O(l") = T + 2mr?
Nun folgt die Bildung der 1. Ableitung, von der die Nullstellen gesucht
werden.

, 2V 4mr3 =2V
O(I‘)=4T[I'—r—2=r—2

. 3 f 4
Wenn 0 = 2(2nr3 — V') gesetzt wird, folgt r = Py



Die Berechnung von der Ho6he h ist etwas aufwendig.

\Y \'

h=—= 5 = Nach der Erweiterung mit 42 erhilt man fiir h
mnr 3 V 3 Vz
i (Jﬁ) T\
4V . . 3
h = =————Nun kann fur 4V geschrieben werden 4V = V43 -V3
3\/1-[.4_2.\/2 g

3/43.V3 3] 43.y3 34V 3|V
h = 3 = = =2. |—
T-42:V2 -42-V2 T 21
Nach den Kurzungen in der Wurzel folgt schlielich ftr die Hohe h

h=2- i[z =2r=d
21t

D.h. die HOohe des Zylinders h ist gleich dem Durchmesser d, wenn die
Oberflache des Zylinders ein Minimum sein soll.



Extremwertaufgaben mit einer Kugel und einem Kegel

Einer Kugel vom Durchmesser d ist ein Kegel von moglichst grozem
Inhalt einzubeschreiben. Gesucht wird die Hohe h, der Grundkreisradius
r und der Inhalt Vo« des Kegels.

Das Volumen eines Kegels berechnet sich aus: V = %-nrz “h
Die Abbildung zeigt zwei gleiche Winkel a , daher gilt:
— = % und umgeformt nach dem Radius r? =h-(d — h).
Fiir das Volumen folgt dann:
V(h) = g-h(d—h)-h =g-h2(d—h) = g(dhz —h?)
Die 1. Ableitung von V(h) ist:
g1 i
V'(h) = 3 (2dh — 3h?) = §h(2d — 3h)

Die 1. Ableitung wird Null gesetzt und eine brauchbare Lésung ist:

FUr den Radius r folgt dann:

r = /h(d = h)= /gd(d—§d= Edz-%mitdem Ergebnis rzgx/f



Extremwertaufgaben mit minimalem Abstand zur Kurve

Ein Einheitskreis mit dem Mittelpunkt M(0IO) liegt unterhalb einer
Parabel. Gesucht wird der minimale Abstand vom Mittelpunkt M zum
Punkt P(xly), der sich auf der Parabel befindet mit der Funktions-
gleichung

y(x) = 4—0,2-x?

£f(x)=4 - 0,2x%x"2 y

—3

P(xly)

Der Abstand d zwischen den Punkten M und P ergibt sich aus dem
rechtwinkeligen Dreieck

d?2 =x2+y?= x>+ (4—-0,2-x?%)?
d? = x% 4+ 16 — 1,6x% + 0,04x* = 0,04x* — 0,6x% + 16
(d®)' =0,14x3 - 1,2x =0

1,2

0,14x> —-12=0 x?=-—=
0,14

X=2,93



Extremwertaufgaben an einem Kirchenfenster

Ein rechteckiges Fenster mit aufgesetztem Rundbogen soll bei moglichst
grol3er Flache eine Umrandung von U = 6 m haben. Welche Mal3e sind
fur die Fenster zu wahlen ?

N
\ 4

Die Gesamtflache F berechnet sich aus.

F=x-y+%(§)2-1‘t=x-y+X28.1T

Der gesamte UmfangUist U =6 =x+ 2y + %

Daraus folgt fury: y = 12_2:_)(.“ = IZ_XSHZ)

Eingesetzt in die Flachenformel wird:

12 —x-m— 2X XZ'T[_24X—X2'T[—4X

4 * 8 8

2

F=x
Die 1. Ableitung wird auf Null gesetzt

1 1
F' =§-(24—2x1'[—8x) =0 =Z(12—T[X—4X)

12

Fir x folgt x = —



